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Zusammenfassung 

Ausgehend von der Tatsache, dass die Summe der Diagonal- 
Elcmcntc ciner quadratischcn Matrix gleich der Summe ihrer Eigcn- 
wcrte ist, wird durch Analogie-Bildung eine analogc Formel ('Spur- 
formel') fur stetige symmetrische Funktionen G : [0, 1] x [0, 1] — > R 
geraten. Aus dieser wird darni die Identitat X^fcLi p- = ^ her- 
geleitet. Konsequente Fortfuhrung der Analogie fiihrt zu einer Be- 
weisskizze der Spurformel. Es folgen weitere interessante Anwen- 
dungen der Spurformel. Dies ist die Ausarbeitung eines Vortrags, 
der sich an Mathematik-Studierende im zweiten Semester richtete 
und neben der Hcranfuhrung an spannende Mathcmatik zum Zicl 
hattc, zu zeigen, dass formalc Analogiebildung und Raten frucht- 
bare Prozcsse in der Mathcmatik sein konncn. 

VORBEMERKUNG 

Spurformeln sind eines der wichtigen Wcrkzeuge der modernen Mathcmatik. Sie 
verbinden so weit auseinanderliegcnde Bercichc wic Zahlcnthcorie. dynamische Sys- 
teme und particlle Differcntialgleichungcn. Sie hclfcn bci der Untersuchung der 
schwierigen Probleme der inversen Spcktraltheoric ('Kann man die Form einer 
Trommel horcn?'), und nahe verwandtc Idccn fiihren zu eincm Bcweis des beruhm- 
ten Indexsatzes von Atiyah und Singer und zu weitreichenden Verallgemeinerungen 
und Verfeinerungen dieses Satzes. In der Physik findct die Welle- Teilchen-Dualitat 
und die Korrespondenz von klassischer und Quantcnmcchanik Ausdruck in ciner 
Spurformel. 1 Glcichzcitig ist die Grundidee der Spurformel schon mit sehr geringem 
Vorwisscn, das in den ersten zwei Semestern eines Mathcmatikstudiums erworben 
wird, zu vcrstchen, und fiihrt zu so erstaunlichen Ergcbnisscn wie 
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Dieser Artikel ist die Ausarbeitung eines Vortrags, den ich fur intcressierte Studie- 
rende des zweiten Semesters im Sommersemester 2006 an der Carl von Ossietzky 
Universitat Oldenburg gehalten habe. Ausgehend von einer einfachen bekannten 
Aussage der linearen Algebra 'leite' ich die Spurformel durch eine formale Ana- 
logiebildung 'her'. Die Analogiebildung besteht im Wesentlichen im Ersetzen von 
Summen durch Integrale. Bevor ich nachprufe, ob das Ergebnis stimmt, zeige ich, 
dass bei diesem Prozess wirklich etwas Neues, Kraftvolles, entstanden ist, indem ich 



Institut fur Mathcmatik, Carl von Ossietzky Universitat Oldenburg, D-26111 Oldenburg, c- 
mail: grieser@mathematik.uni-oldcnburg.de. 

1 



2 



DANIEL GRIESER 



die Formel (1) herleite. Es folgt ein nicht ganz vollstandiger Beweis der Spurformel. 
Audi dieser ist, bei konsequenter Fortfiihrung der Analogie, sehr einfach. Die fehlcn- 
den Teile sind gewisse Tatsachen aus der Funktionalanalysis (oder, im betrachtetcn 
Spczialfall, iiber Fouricrrcihen) , deren vollstandiger Beweis zwar aufwandiger ist, 
die aber durch ihre Ahnlichkeit zu Aussagen der linearen Algebra nicht iiberraschen. 
SchlieBlich erklare ich, wie die Anwendung der Spurformel in anderen Kontexten 
zu sehr tiefen Beziehungen wie den eingangs erwahnten fiihrt. 

Die Bildung gewagter Analogien, das Spielen mit und Modifizieren von Konzep- 
tcn, ist ein hochst fruchtbarer Prozess in der Mathcmatik. Diese Tatsachc solltc 
Studicrenden der Mathcmatik, die meist nur den in der Lehrc iiblichcn logischen 
deduktiven Aufbau kenncnlcrncn, friihzcitig nahegebracht werden. 2 Die Spurfor- 
mel bildet hicrfiir ein hervorragendes Bcispiel, gleichzcitig zcigt sic die Einhcit der 
Mathcmatik und offnet die Tiir zur (sehr viel) hoheren Mathcmatik. 

Die Zielgruppe des Vortrags waren Mathematik-Studierende im 2. Semester, die 
Analysis I, Lineare Algebra I und in Analysis II ein wenig iiber Differentialglei- 
chungen gelernt hatten. Ein zusatzlicher Reiz des Themas besteht darin, dass es 
auch fur gestandene Mathematiker und Physiker interessant ist. Am Ende dieser 
Ausarbeitung und in FuBnoten, die cbcnfalls am Endc gcsammelt sind, sind dahcr 
ein paar weiterfuhrende Bemerkungen und Literaturhinweise angefiigt. Insgesamt 
behalte ich den ctwas informcllcn Stil des Vortrags weitgehend bei. 

1. ElNLEITUNG 

Dass Summen und Integrale eng verwandt sind, wird nicmanden iiberraschen, der 
sich einmal iiber die Bedcutung von Flachcninhaltcn untcr Funktionsgraphen und 
ihre Approximation durch Rcchtcckc ( "Ricmannschc Summen" ) Gcdankcn gemacht 
hat. 

Dahcr sollte man ruhig einmal versuchen, in Formeln, die Summationen ent- 
haltcn, diese durch Integrale zu ersetzen (oder umgekehrt) - vielleicht kommt 
ja etwas Interessantes heraus. Spielerisches Erkundcn fiihrt oft zu Erkcnntnis! In 
der Analysis I haben wir schon einige Beispiele hierfiir kennengelernt, z.B. des 
Integralkriterium fur die Konvergenz von Reihen (z.B. YlkLi I divcrgicrt, weil 
i dx — limTv^oo log A divergiert). 

Meist wird man erwarten, dass bei diesem cinfachen Ersetzen etwas schief gcht - 
aus einer exakten Formel wird eine nur ungefahr richtige. Zum Beispicl ist J 1 -i? dx = 
1, aber offenbar YlkLi p- > 1- 

Hicr soli cine Formel iiber die Eigenwerte von Matrizcn vorgcstcllt werden, die 
bei einer derartigen Ersctzung wicder eine exakte Formel liefcrt. Und diese Formel 
hat crstaunlichc Anwendungcn. 

2. Die Spurformel fur Matrizen 

Erinncrn wir uns an etwas lineare Algebra: Sei A eine reelle n x n-Matrix. Ein 
Eigenwert von A ist eine Zahl A £ 1, fur die es einen Vektor u £ R n , u / gibt 
mit 

(2) Au = Xu 

Man berechnct die Eigenwerte wie folgt: Sci p(z) — det(zI-A) das charakteristischc 
Polynom von A. Dann sind die Eigenwerte die Nullstellen von p. 
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Zur Berechnung der Eigenwerte muss man die Nullstellen eines Polynoms be- 
stimmen, das ist schwierig. Ihre Summe ist aber leicht direkt aus A abzulesen: 

Satz 1 (Spurformel fiir Matrizen). Seien Ai, A2, . . . , A„ die Eigenwerte von A = 
{Aij)i,j=i,...,n> aufgezahlt mit Multiplizitat. Dann ist 

n n 

(3) E^ = E A - 

fc=i i=i 

"Aufgezahlt mit Multiplizitat" bedeutet: Jedes A taucht so oft auf wie es seine Viel- 
fachheit als Nullstelle des charakteristischen Polynoms von A angibt. 

Falls A symmetrisch ist, d.h. Aij = Aji Vi,j, so ist die Vielfachheit von A gleich 
der Dimension des Eigenraums {u : Au = Ait}. 

n 

Man nennt An die Spur von A, daher der Name Spurformel. 

i=l 

Beweis. Dies lasst sich zum Bcispiel so beweisen, dass man den Koefnzienten von 
z™ -1 des charakteristischen Polynoms p(z) auf zwei Weisen berechnet. 3 

Man beachte jedoch, dass fiir symmctrischc Matrizen die Aussage des Satzes gar 
nichts mit Dcterminanten zu tun hat! Zur Vorbercitung auf die spatcre Verallgemei- 
nerung, wo uns kein Determinanten-Bcgriff zur Verfiigung steht, geben wir einen 
,determinantcnfrcicn' Beweis, der aber so nur fiir symmctrischc Matrizen funktio- 
niert. 

Wenn A symmetrisch ist, gibt es eine Orthonormalbasis aus Eigcnvcktorcnw 1 , . . . , u 
zu den Eigenwerten Ai, . . . , A„. Da u 1 , . . . , u n eine Basis ist, lasst sich jeder Vektor 
»£«" als 

n 

(4) v = "fc" fc 

fc=i 

schreiben, und die Koeffizicntcn ak sind einfach zu bestimmen: Nimmt man das 
Skalarprodukt von (4) mit u k °, so erhalt man (v,u k °) = Y^k=i a k{ uk i uk °) = a k a 
wegen der Orthonormalitat, d.h. 

(5) ak = {v, u h ) fiir alle k. 

Sei nun Ai der i-te Zeilenvcktor von A. Wir wenden (4), (5) auf v = Ai an und 
crhaltcn 

n 

(6) Ai = ( A t , u k ) u k fur alle i . 

fc=i 

Nun ist offenbar (Ai,u k ) gerade die i-te Komponente des Vektors Au k , und mit 
Au k = XkU k folgt (Ai,u k ) — XkU k . Setzt man dies in (6) ein und nimmt in dieser 
Vcktorglcichung auf beiden Sciten die j-tc Komponente, erhalt man 

n 

(7) Aij =Y Xk u i u j fflr allc 

k=l 



Setzt man nun i = j und summiert iiber i = 1, . . . ,n so erhalt man wegen der 
Normalitat £" =1 K fc ) 2 = \u k \ 2 = 1 die Behauptung. □ 
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3. Von Summen zu Integralen: Die Spurformel 

Was passiert eigentlich, wenn man in (3) Summon durch Intcgralc ersetzt? Pro- 
bieren wir das, und sehen wir, ob man daraus etwas Sinnvolles fabrizieren kann! 

Zunachst die rcchte Seite von (3): Statt iiber i G {1, . . . , n} zu summieren, wollen 
wir integrieren, sagen wir iiber x G [0, 1], der Einfachheit halber. Statt mit Zahlcn 
Aij fur i,j = l,...,n sollten wir also mit Zahlen A xy fiir x, y G [0, 1] beginnen, und 
die rechte Seite von (3) konnten wir durch 




ersetzen. Reelle Zahlen A xy fiir alle x, y G [0, 1] vorzugeben, bedeutet nichts anderes, 
als eine Funktion A : [0, 1] x [0, 1] — ► R zu betrachten. 

Was wird aus der linken Seite von (3)? Was soil "Eigenwert" fiir so eine Funktion 
A bedeutcn? 

Dazu miissen wir die Eigcnwcrtglcichung (2) im neuen Kontext interpretieren. 
Was ist u, was bedeutet Au? 

u G R" is durch seine Komponcnten Uj, i = l,...,n, gegeben. Analog zu A 
sollten wir dies durch u x , x G [0, 1], ersetzen. Au ist der Vektor mit Komponcnten 
(Au)i = y ; "_j AijUj, und auch dies hat eine unmittelbare Ubersetzung: 

(Au) x = / A xy u y dy . 
Jo 

Also: u und Au sind Funktionen [0, 1] — > R, und Au ist durch dicsc Formcl gegeben. 

Damit kann man wieder das Eigenwertproblem (2) formulieren: Fiir welche A G 
R existiert eine Funktion u : [0, 1] — ► M, u ^ 0, mit Au = \ul Wir werden 
unten sehen, dass (unter gewisscn Bedingungen an A) eine unendliche Folge von 
Eigcnwerten Ai, A2, . . . existiert. 

Die Symmetrie von A, also die Bcdingung Ay = A^ Vi, j, sollte sichcrlich durch 
die Bedingung A xy = A yx Vx, y ersetzt werden. 

In Tabcllc 1 sind die eben gefundenen Analogicn zusammcngcstcllt. Statt u und 
A verwenden wir die iiblicheren Buchstaben / und G, und statt f x , G xy die iiblichcrc 
Notation f(x), G(x, y). (der Buchstabe G kommt von der verbreiteten Bczcichnung 
"Greensche Funktion"). Die Zcilc 'Skalarprodukt' wird spatcr crklart. 

Bcachte: Der Buchstabe G wird sowohl fiir den Operator (d.h. die lineare Ab- 
bildung / 1— > Gf) als auch fiir die Funktion G(x,y), den sogenannten Integralkern 
dieses Operators, verwendet. Dies entspricht der in der linearen Algebra iiblichen 
Identifizierung einer linearen Abbildung mit der sie definierenden Matrix. 

Damit konncn wir eine Vermutung formulieren. 



Vermutete Spurformel. Gegeben sei eine Funktion G : [0, 1] x [0, 1] — > R, die 

symmetrisch ist, d.h. G(x,y) = G(y,x) Vx, y. 

Ai,A2,... seien diejenigen Zahlen, fiir die die Gleichung Gu = Xu Losungen u : 
[0, 1] — > R, u ^ hat; jedes A trete dabei in der Folge so oft auf wie die Dimension 
des Vektorraums {u : Gu = Xu} angibt. Dann gilt 

(8) £ A fc = / G(x,x)dx. 
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Damit das Integral iiberhaupt existiert, brauchen wir natiirlich gewisse Annah- 
men an G. 

Wir werden sehen, dass z.B. fur stetiges G mit positiven Eigenwerten die Formel 
wirklich stimmt, dass sie, angcwendct auf spcziclle G, erstaunlichc Ergcbnisse lie- 
fcrt, und dass eine etwas allgemeinere Version (wobci das Intervall [0, 1] durch hohcr- 
dimensionalc Gcbiete ersctzt wird) hoch interessante Ergcbnisse iiber Obertonc, 
Billiardkugclbahncn und mchr licfert. 



4. 2L_, TEIL I: ElN EINFACHES RANDWERTPROBLEM 

6 ' 

Bcvor wir die vermutete Spurformel (8) beweisen, wollen wir sehen, dass sie 
interessant ist, indem wir sie auf ein spezielles G anwenden. 

Die Funktion G, die wir verwenden wollen, tritt im Kontext einer cinfachcn 
Diffcrcntialgleichung auf. Da diese Gleichung einfacher hinzuschreiben ist als die 
Formel fur G und da wir sie spater noch einmal brauchen, fangen wir damit an. 

Wir betrachtcn cine dcr cinfachstcn Diffcrentialglcichungcn, die es gibt (ein 
Randwcrtproblem) : 

(9) -u"{x) = f(x) fur xe [0,1], u(0)=u(l) = 0. 

Die Funktion / ist gegeben, u ist gesucht. Wie findet man ul Ganz einfach: Die 
Gleichung — u" = f zweimal integrieren, dabei erhalt man zwei freie Integrations- 
konstanten. Diese wahlt man so, dass die Randbedingung u(0) = u(l) = erfullt 
ist. 

Hier ist das Ergebnis in einer Form, wie wir sie hier brauchen: 

Satz 2. Das Problem (9) hat zu jedem stetigen f : [0, 1] — > M eine eindeutige 
Losung u : [0, 1] > R. Diese ist gegeben durch 

(10) u(x)= [ G(x,y)f(y)dy 



mit 



(11) G(x,y) 



x ■ (1 — y) fur x < y 
y ■ (1 — x) fur x > y 



Beweis (alternativ zur skizzierten Herleitung). Man rechnet leicht nach, dass dieses ' 
anders geschrieben als 



rx r-1 

u(x) = (l-x) yf(y)dy + x (l-y)f(y)dy 

JO J x 

wirklich eine Losung von (9) ist. Es bleibt die Eindeutigkeit zu zeigen. Sind ui,U2 zwei 
Losungen von (19), so gilt fiir die Differenz u = iti — 112: 

u"(x) = Vx £ [0, 1], w(0) = w(l) = 0. 

Das heifit, u ist eine lineare Funktion, die an zwei Punkten verschwindet. Also muss u = 
sein, also 111 = U2. □ 



Bcachte, dass G symmetrisch ist. 
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Vektoren und Summen 


Funktionen und Integrale 


i,j e{l,...,n} 
u G R™ 
Komponente Ui 


x, y£ [0,1] 
/ : [0, 1] — > R 
Funktionswert fix) 


n x n-Matrix A = (Aij)i j—i n 
Matrixelement 


Funktion G : [0, 1] x [0, 1] — ► R 
Funktionswert G{x,y) 


Au e R™ 
ist der Vektor mit Komponenten 

n 

{Au), =^2A ij u j 


Gf : [0, 1] — ► M 

ist die Funktion mit Werten 

(Gf)(x) = [ G(x,y)f(y)dy 
Jo 


Eigenwert 

Au = Xu 


gleichung 

Gf = Xf 


Spurfi 

n n 

fe=i i=i 


jrmel 

oo 

5> = 

fe=l 


/ G(x, x) dx 
Jo 


Symrr 

Aij = Aji Vi, j 

Skalarp 

n 

(u, v) = ^ U i V i 
i=l 

Tabelle ] 


letrie 

G{x, y) = 

rodukt 

(f,g)= 1 
j 

. Lexikon 


G(y,x) Vx,y 
r-i 

f(x)g(x) dx 

3 



5. ^r, Teil II: Berechnung der Eigenwerte 

Wir wollen nun die Spurformel (8) auf die Funktion G in (11) anwenden. Hicrzu 
miissen wir die Eigenwerte Xk von G bestimmen, also die Zahlen A, fur die es eine 
stetige Funktion / ^ gibt mit 

(12) Gf = Xf. 
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Wie lost man diese Gleichung? Verwendet man direkt (11), so ist unklar, wie man 
diese Integralgleichung losen soli. Es stellt sich heraus, dass es einfacher ist, das 
analogc Problem fiir die Diffcrcntialglcichung zu losen, aus der wir G erhalten hat- 
ten. Hicrfiir kann man (12) zwcimal ablcitcn. Oder einfacher: Schrcibt man u = Gf, 
so lost u nach Satz 2 das Randwertproblem (9), also wird (12) zu 



(13) 



-Aw", u(0) = = , 



und aus / ^ folgt u ^ wegen / = —u". Erfiillt u ^ umgckehrt (13), so folgt 
(12) fiir / = —it", und wegen der Eindcutigkeit in Satz 2 muss / ^ sein. Also 
miissen wir die Zahlen A bestimmen, fiir die (13) eine Losung u ^ hat. Das ist 
einfach: 

Satz 3. Das Problem (13) hat eine Losung u ^ genau dann, wenn A = ^2 fur 
ein k € N ist. In diesem Fall ist 



(14) 



u(x) = a ■ sin kirx 



(a G M) 



Beweis. Wegen u ^ muss A 7^ sein. Die allgcmeine Losung der Gleichung 
u" + i u = ist wohlbekannt, namlich 



und 



u(x) = a sin — = + b cos — = fiir A > 

Va v/A 

w^^ae-^ + lje 1 ^ fiir A < , 



mit beliebigen a, b £ R. 

Man sieht leicht, dass die Bcdingung u(0) = u(l) = nur den Fall A > zulasst, 
dass dann 6 = sein muss (wegen u(Q) = 0), a 7^ beliebig sein kann und ^ ein 
ganzzahliges Vielfaches von it sein muss (wegen u(l) = 0). □ 

Wir haben also Xk = -ra , k G N. Die Spurformel (8) (wenn sie denn stimmt!) 
crgibt nun: 



^ ir 2 k 2 
fc=l 



a; • (1 — x) dx = — — — = — , 



also 




Falls unsere Analogiebildung sich prazise begriinden lasst, haben wir uns also 
ein Werkzeug geschaffen, mit dem wir hochst nicht-triviale Dinge beweisen konncn! 



6. Stimmt die Spurformel? 

Eine formalc Analogic hattc uns von der Matrix-Spurformel (3) auf die vermu- 
tete Integral-Spurformel (8) gefiihrt. Wir werden nun sehen, dass sich auch der 
Beweis der Matrix-Spurformel mittcls dcrselben Analogic fast wortlich in eincn 
(Fast-)Beweis der Spurformel (8) iibersetzen lasst. Wir setzen voraus, dass G stetig 
ist. 
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Als ersten Schritt im Beweis der Matrix-Spurformel hatten wir den Satz der 
linearen Algebra zitiert, dass fiir jede symmetrische Matrix eine Orthonormalbasis 
aus Eigcnvcktorcn existicrt. Gilt ahnlichcs auch fiir den Operator G? 

Zunachst: Was bedeutet ,Orthonormalbasis' ? Als erstes brauchen wir einen Vek- 
torraum. Nach den Uberlcgungen oben sollten wir 

(15) V := {stetige Funktionen [0, 1] — > R} 

nchmcn. Um von Orthogonalitat sprechen zu kSnnen, braucht man ein Skalarpro- 
dukt. Das Skalarprodukt von u,v G R™ ist (u,v) = X)"=i UiZ;i - l n Fortsetzung 
unserer Analogie sollte das Skalarprodukt zweier Funktionen f,g : [0, 1] — ► M also 
die Zahl 

(f,fj) ■= / f{x)g{x)dx 



sem. 

Dass damit die aus der linearen Algebra im R™ bekannten Dinge stimmen, 
bestarkt uns darin, dass dies eine sinnvolle Definition ist: Die Abbildung /, g t— » 
(/, g) ist wirklich ein Skalarprodukt auf V (also bilinear, symmetrisch und positiv 
definit), insbesondere ist 




(16) \\f\\ ■■= VifJ) -- 

eine Norm auf V. 5 

Eine Orthonormalbasis ist nun eine Folge von Funktionen 6 V mit: 

• (fk,fl) = Vk^l (orthogonal) 

• II A- II = 1 Vfc (normicrt) 

• V/ e V 3ai, a 2 , ... € R mit 

(17) / = 5> fc A (Basis) 

fe=l 

Vorsicht: Dieser Basisbegriff ist ahnlich, aber nicht gleich dem der linearen Al- 
gebra. Dort miissen alle Summen endlich sein! Bei unendlichen Summen muss man 
sich iiber Konvergenz Gedanken machen. (17) soil also bedeuten: 

JV 

(18) ll/-E a ^H^ (N^^) 

fc=i 

mit der Norm (16), also ganz analog zu Rcihcn in R. 
Es gilt nun wirklich: 

Satz 4. Sei G : [0, 1] x [0, 1] — > R stetig und symmetrisch, d.h.: 

(19) G(x iy ) = G(y,x) \/x,ye[0,l] 

Dann gibt es eine Zahlenfolge Ai,A2,-.. und eine Orthonormalbasis zugehdriger 
Eigenfunktionen fk : [0, 1] — > R: 

(20) Gf k = A fc A Vfc 
Alle fk sind stetig, und Xk — > fiir k — > oo. 
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Man beweist Satz 4 in cincr einfiihrcnden Funktionalanalysis-Vorlesung, er ist ein 
Spezialfall des "Spektralsatzes fur kompakte Operatoren", siehe z.B. [13], Theorem 
VI. 3. 2 und Kapitel VI. 4. In unserem Beispiel sind die fk(x) = \/2shiknx, und 
der Satz driickt eine grundlegende Aussage iiber Fourierreihen aus (sogenannte L 2 - 
Konvcrgenz). 

Beweis der Spurformel. Wir imitieren nun den Beweis der Matrix-Spurformel (3). 
Hierbei vernachlassigen wir zunachst Konvergenzfragen. 

Indem man (17) skalar mit f ko multipliziert und dann kg durch fc ersetzt, erhalt 
man analog zu (5) 

(21) «* = (/>/*) ffirallefc. 

Wir wenden nun (17), (21) auf die Funktion f(y) = G(x,y) an, fiir ein festes 
x G [0, 1], und erhalten analog zu (6) 

(22) G(x,y)=Y,(G(x,-),f k )f k ( V ) 

k 

Nun ist (G{x, •), fk) = Jq G(x,y) f k (y) dy = (Gf k )(x), und wegcn Gf k = Xkfk ist 
dies glcich Xkfk(x). Also wird (22) zu 

oo 

(23) G(x,y) = J2^fk(x)f k (y), 

k=l 

analog zu (7). Wir setzen nun x = y und intcgrieren: 

„1 r l oo 



f f 

(24) / G{x,x)dx= / Y. X kfk{x) 2 dx 
Jo Jo k=l 

oo „1 

(25) =E Afe / hixfdx 

, Jo 



k=l 



oo 



(26) =2^A fe , 

k=l 

da 1 = |/a-|| 2 = fk(x) 2 dx. Das ist die Spurformel! □ 

Dafiir, dass man damit so tolle Dinge wie ^2 k p- = beweisen kann, ist es ein 
erstaunlich einfachcr Beweis. 

War das ein Beweis? Wie stent es mit Konvergenz etc.? 

• Fiir (21) wurde die unendliche Summe aus dem Skalarprodukt herausgezo- 
gen. Das ist leiclit zu rechtfertigen (Stetigkeit des Skalarprodukts). 

• Problematischer wird es bei (22): Satz 4 garantiert nur, dass die Konvergenz 

SaLi a kfk N ^°° ) f in der Norm j| j|, also "im quadratischen Mittel", 
gilt. Sie stimmt im Allgcmcincn nicht punktweisc, d. h. es kann cinzclne 
y G [0,1] geben mit J^feLi a k fk(y) ^ f{y), oder wo die Summe sogar 
divergiert. Daher braucht (22) und damit (23) nicht punktweise (fiir jedes 
y) zu stimmcn. 

• In (25) haben wir Integral und unendliche Summe vertauscht. Dies ist nur 
unter gewissen Voraussetzungen, z.B. bei gleichmaBiger Konvergenz, er- 
laubt. 
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Der zweite und dritte Punkt lassen sich mit etwas mehr Arbeit rechtfertigen. Es 
gilt namlich: 

Satz von Mercer. Falls alle > sind, so gilt (23) fur alle x,y € [0,1], und 
die Konvergenz ist gleichmaflig. 

(Siehe zum Beispiel [13], Satz VI. 4. 2). In unserem Beispiel ist fk[x) = v^sin knx 
und Afc = i i . 2 . In dicscm Fall braucht man nicht auf Satz 4 und den Satz von 
Mercer zu verweisen, die Aussagen folgen aus Satzen iibcr Fourierrcihcn. 6 



7. ElN NEUER BLICKWINKEL 

Obwohl die Spurformel eine Aussage iiber Integrale und Summen ist, war in 
unserem Beispiel das zentrale Objekt die Diffcrentialglcichung (9). Denn nur mit 
dcrcn Hilfe gclang cs uns, die Eigenwerte zu bestimmcn. 

Dahcr liegt es nahe, andere Diffcrcntialglcichungen zu betrachten, um weitcre 
interessante Resultate zu erhalten. Das Grundprinzip ist dabei folgendes. 

Wir betrachten cine lineare Diffcrentialglcichung 

(27) P{ u ) = /) Randbedingung an u, 

(in unserem Beispiel ist P(u) = —u" und die Randbedingung ist u(0) = u(l) = 0). 
Eine zugehorige Spurformel ergibt sich, wenn man zwei grundverschicdene Ansatzc 
zur Losung dicser Glcichung verfolgt und die Resultate gleichsetzt 7 . 

1. Losung mittels der Spektralzerlegung 

Wir losen das Eigenwcrtproblcm fur (27), d.h. wir bestimmcn Zahlcn fik 
und eine Orthonormalbasis (fk) mit P fk = Hk fk fur alle k (und so, dass 
alle fk die Randbedingung erfullen). Ist nun in (27) die rechte Seite f = fk 
fur ein k, so hat man die Losung u — — fk- 
Fiir allgemeines / schreiben wir 

f = ^2 a k fk, a k = (/, fk) , 



und wegen Linearitfit (und Stetigkeit . . .) ist dann 
u = — OL k fk 



lik 

eine Losung von (27). 

Schreiben wir Xk — , so konncn wir dies wcgen ak = (/, fk 

Jo f(y)fk(y) dy als 

=y2x k fk{x) f(y)fk(y)dy 
k Jo 

(28) = jT 1 (j2 Afc h(x) f k (y)\ f(y) dy 



schreiben. 
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2. Losung durch eine alternative, ,direkte' Methode 

Bei unserem Beispicl ist dies zweimaliges Integricrcn mid Bcstimmen dcr 
Konstanten, dies ergibt 

(29) u(x)= [ G(x,y)f(y)dy 



Jo 

mit G wie in (11). 

Da (28), (29) fiir alio stetigen / gelten, folgt J2k fk(x) f k (y) = G(x,y), und 
indem man x = y setzt und integriert, folgt A^ = J G{x, x) dx. 

8. Obertone und Billiardkugelbahnen 

Wendet man die Idee der Spurformel auf andere lineare Glcichungen an, die ne- 
ben der spektralen eine direkte Losung besitzen, erhalt man mitunter erstaunlichc 
Ergebnisse. Dies sind manchmal Formeln und manchmal qualitative Aussagen. Als 
zweites Beispiel erlautern wir eine Beziehung zwischen Obertonen und Billiardku- 
gelbahnen cincr ebenen Mcmbran. 

Statt des Intervalls [0, 1] betracliten wir ein Gebiet f2 C M. 2 (beschrankt, mit 
stiickweisc glattem Rand dil, z. B. die Kreisscheibe oder ein Rechteck). 

8.1. Obertone: Die Eigenwerte des Laplace-Operators. Eine natmiiche Ver- 
allgcmcincrung des Randwcrtproblcms (9) auf zwei Dimcnsionen ist das sogenannte 
Dirichlct-Problem 

(30) -Au = / in SI 

(31) u(x) = fiir alle x e dfl 

fiir eine gegebene Funktion / : ft — > K und gesuchtes u : SI — > M: Hierbci ist 

d 2 u On 

Au := -—^y + — der Laplace- Operator. 
ax\ 0x2 

Gemafi der Strategie in Abschnitt 7 betrachten wir das zugehorige Eigenwertpro- 
blem, wo (30) durch 

—Am = ijlu in O 

mit fj, £ R ersetzt ist. 

Ahnlich zu Satz 4 (wo A = — ist) kann man zeigen, dass es Folgen 

< fii < /j.2 < ■ ■ ■ — * 00 
Ui u 2 

von Eigenwert-Eigcnfunktionspaaren derart gibt, dass die u k eine Orthonormal- 
basis bilden. Z. B. sind fiir das Quadrat [0, 1] x [0, 1] die Eigenwerte gerade die 
Zahlen 7r 2 (?i 2 + to 2 ) mit n,m G N, aufsteigend angeordnct, mit Eigenfunktionen 
2sin7rnxi sin irmx2 (nachrechnen! 8 ). Fiir die meisten Gebiete f2 kann man die Ei- 
genwerte aber nicht explizit berechnen. 

Wir haben nun folgende Situation: Jedem Gebiet f2 C K 2 ist eine Zahlcnfolgc 
< Hi < /i2 < ■ • ■ — > 00 zugeordnet. 

Dies legt viele Fragcn nahe. z. B.: Welche Zahlenfolgen kommen vor, kann man 
aus den Eigcnwerten das Gebiet rekonstruieren (sogenanntes inverses Spcktralpro- 
blem), kann man die fik zumindest "ungefahr" durch geomctrischc Grofien von Vt 
beschreiben? 
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Man stelle sich nun als Trommel vor, die am Rand dfl fest eingespannt ist. Der 
Klang, der beim Schlagen der Trommel entsteht, lasst sich wie alle Klange in einen 
Grundton und Obcrtonc zerlcgen. Im Unterschicd zu den Klangen, die von Saiten- 
odcr Blasinstrumenten erzeugt werden, sind die Obcrtonc nicht harmonisch, d.h. 
ihre Frcquenzen sind nicht das 2-, 3-, 4- . . . fache der Frequenz des Grundtons. Aus 
physikalischcn Schwingungsgesetzen folgt, dass die Frequenz des Grundtons gcnau 
der Eigenwert fi\ und die Frcquenzen der Obertone genau //2j/-*3--- ■ sind, bis auf 
einen Normalisierungsfaktor, der z. B. vom Material abhangt (dies stimmt nur in 
einer idealisierten linearen Welt). Siehe z.B. [5]. Die zweite Frage lasst sich also so 
formulieren: 

Kann man die Form einer Trommel horcn? 
Diese Frage ist bis heute offen (es gibt Gcgcnbcispicle mit Ecken, aber bisher keine 
mit glattem Rand, siehe [6]. 9 ) Man kann aber zeigen, dass man viele geomctrischc 
Eigcnschaften von f2 horen, d. h. aus den Eigcnwcrten bestimmen kann, z. B. den 
Flachcninhalt von f£, die Lange des Randes und die Langen geschlossener Billiard- 
kugclbahncn in f2. All dies erhalt man mit Hilfe der Spurformel! Wir diskutieren 
hier nur den lctztcn Punkt und crklaren zunachst, was gemeint ist. 

8.2. Billiardkugelbahnen. Wir stellen uns nun unser Gebiet O als Billiardtisch 
vor. Wir legen eine (unendlich kleine) Billiardkugel auf den Tisch und stofien sie. 
Unter Idealbedingungen (keine Reibung, kein Effet) rollt sie gerade zum Rand, wird 
dort nach dem Reflektionsgesetz (Einfallswinkcl = Ausfallswinkel) ,reflektiert' , rollt 
dann wieder geradeaus bis zur nachsten Randberiihrung usw., unendlich lange. 10 

Je nachdem, wo und in welche Richtung man die Kugel abgestoBen hat, kann es 
passicren, dass die Kugel nach einer Weile genau zum Ausgangspunkt zuriickkehrt. 
Dies ist naturlich eine grofic Ausnahmc. Kchrt sic sogar in dcrsclbcn Richtung 
zuriick, wie sie abgestofien wurde, wird sie danach immer wieder dieselbe Bahn 
durchlaufcn. Man spricht dann von einer geschlossenen Billiardkugelbahn in f2. Man 
nennt 

Lift) := {die Langen geschlossener Billiardkugelbahnen in 17} C M. 

das Langenspektrum von Q. Mit Lange ist die Strecke gemeint, die die Kugel bis 
zur Wiedcrkchr zuriickgelegt hat. 

Gibt es iiberhaupt solche Bahnen, ist also L(ft) ^ 0? Man kann zeigen, dass 
es immer welche gibt 11 , fur glattes konvexes f2 kann man sogar auf dem Rand fur 
jedes n€N Punktc pi,. . . ,p n finden, so dass der Weg der Kugel genau p\ — > pi — > 
• • • -> Pn -> Pi -> • • • ist. 

Ubung: Bcstimme die geschlossenen Billiardkugelbahnen auf einem kreisformigen 
Billiardtisch und auf einem rechteckigen Billiardtisch. 

8.3. Die Spurformel fur die Wellengleichung. Wir wollcn nun die Bczichung 

Eigcnwerte des Laplace-Operators Langen geschlossener Billiardku- 

auf f2 gelbahncn in Q 

crklaren. Wir werden sehen, dass die Eigenwerte das Langenspektrum eindeutig 
bestimmen. 

Was haben Obertone mit Billiardkugelbahnen zu tun? Vicllcicht crinncrn Sie 
sich an die Welle- Tcilchen-Dualitat im Physik-Unterricht der Schule. Licht (oder 
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Elektronen oder...) ist als Welle zu beschreiben - ahnlich wie Schall, daher die 
Beziehung zu Obertonen - und gleichzeitig mittels Partikeln, die sich geradlinig 
fortbewegen - wie eine Billiardkugel! 

Mathematisch werden Wellen durch eine Differentialglcichung beschricben, die 
Wellengleichung : 









w(t, x) 










(- 


-) 


= 0, 


t G I 


.,16(1 








w(0, x) 


= m 






(WG1) 
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w(0, x) 












dt 


= 












w(t, x) 


= 0, 


t G I 


x G dfl (= Rand von SI). 



Das sicht sehr kompliziert aus, hat abcr cine cinfache konkrctc Bcdcutung: Be- 
trachtet man f2 als Trommclfcll und bringt man dies zum Zcitpunkt t — in die 
Form / (z. B. erhalt man cin "hutformigcs" /, ctwa f{x) = 1 — \x\, wcnn man 
bei einer kreisformigcn Trommel - D, — {x : \x\ < 1} - die Mitte nach oben 
driickt) und lasst dann los, so beschrcibt die L5sung w(t,-) die Form der Trom- 
mel zum Zcitpunkt t. Die erste Glcichung beschreibt die schwingungserzeugenden 
Krafte (idealisiert, d. h. ohne Reibung und in linearer Naherung), die zweite und 
dritte die Anfangsposition und die vicrte die Tatsache. dass die Trommel am Rand 
fest eingespannt ist. 

Man kann zeigen, dass (WG1) fur jedes stetige / eine eindcutigc Losung w besitzt. 
Fiir jedes t schreibe Wt(f) = w(t, ■) fur den ,Losungsoperator zur Zeit t l . 

Wir wenden nun die Spurformel auf Wt an (fur bclicbiges testes t). Die Eigen- 
werte von Wt lassen sich leicht aus denen von A gewinncn. Gilt namlich — Au(x) = 
fiu(x), u\ dn = 0, so ist 

w(t,x) = cos( v / /It) ■ u{x) 

eine Losung von (WG1) mit / = u, wie man sofort nachrechnet. Also Wt(u) = 
cos(y/Jlt)u. Sind also < /xi < fa < • • ■ die Eigenwerte von — A, so sind cos ^JJUt, cos ^/fat, ■ . ■ , 
die Eigenwerte von Wt- Die linke Seite der Spurformel fiir Wt ist also 

oo 

(32) ^ cos VJ^t ■ 

k=l 

Dass dies fiir die meisten t (z. B. fiir t = 0) divcrgiert, soli uns zunachst nicht 
kiimmern. 

Um die rechte Seite der Spurformel auszuwerten, brauchen wir eine alternative 
Mcthode, eine Funktion Gt(x,y) zu finden mit 

(W t f)(x)= f G t {x,y)f{y)dy, xeft 

fiir alle / (dies ist der zweite Schritt in der Strategic in Abschnitt 7. 

In diesem Artikel konnen wir hierzu nur die Idee skizzieren, die man am besten 
anhand der physikalischen Vorstellung der Wellenausbreitung versteht: Wir stellen 
uns nun f2 als Teich vor. Zum Zcitpunkt t = werfen wir am Ort y einen Stein 
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ins Wasser. Danach breitet sich erne Wellenfront kreisfSrmig um y aus. Gt(x,y) ist 
die Hohe der Welle zum Zeitpunkt t am Ort x. 13 Wie kann man die Wellenfront 
geometrisch beschreiben? Die Wellenfront besteht aus den Punkten, die man von y 
aus cntlang eincr geradcn Linic der Lange t crrcichcn kann. Sobald dicse Linie den 
Rand erreicht, wird sie nach dem Reflektionsgcsctz reflckticrt. Damit ergeben sich 
fiir klcine t kreisformigc Wcllcnfronten (vom Radius t), und sobald der Kreis den 
Rand erreicht. ergeben sich komplizicrtere Muster. 
Also: 

Wellenfront nach der Zeit t = Endpunktc der Billiardkugclbahncn der 

Lange t, die in y beginncn. 

Damit folgt: Gt(x, x) ist genau dann bcsondcrs grofi, wenn es cine Billiardkugclbahn 
der Lange t gibt, die in x startet und in x endet. 

Kommen wir nun zur Spurformcl fiir W t . Mit (32) lautet sie 

oo 

(33) cos y/jlkt = G t (x,x)dx, teM.. 

fe=i Jn 

Nach diesen Uberlegungen wird die rechte Seite nur fiir diejenigcn Wcrte t besondcrs 
grofi, fiir die es einc Billiardkugclbahn der Lange t von x nach x gibt, fiir mindestens 
ein x. Eine gcnaucre Analyse ergibt, dass nach der Integration iiber x nur von 
solchen Bahncn ein wesentlichcr Bcitrag ubrigblcibt, die auch in der Startrichtung 
wiedcr zu x zuruckkchren, die also gcschlossen sind. 

Wie fasst man all dies mathematisch, was heifit "besonders grofi", wie steht es 
mit der Divergenz der linken Seite von (33)? 

Einc elegante Antwort bietet die Distributioncntheoric: Wir konncn hicr nicht 
die Definition von Distributionen geben. Man kann sie sich grob als Funktionen 
vorstellen, die an einigen Stellen in einem sehr prazisen Sinn unendlich sind. 14 Man 
nennt sie an diesen Stellen singular. Nun ist Gt{x 1 y) in Wirklichkeit eine Distributi- 
on, und die Reihe YluLi cos y/JIki konvergiert im Sinne der Distributionen, d. h. die 
Summe ist eine Distribution. Ersetzt man noch "besonders grofi" durch "singular" , 
so werden die Uberlegungen oben zu einer mathematischen (und korrckten) Aus- 
sage: Die Menge der t > 0, an denen die rechte Seite der Spurformcl (33) singular 
ist, ist gleich der Menge der Langen geschlossener Billiardkugclbahncn. 

Da diese Menge gleichzeitig durch die linke Seite der Spurformel bestimmt ist, 
also durch die ergibt sich die Bchauptung am Anfang dieses Kapitels. 

9. Spurformel und Theta-Funktion 

Wir bctrachten hier eine dritte frappicrende Anwendung der Spurformcl. Wir 
gehen ahnlich vor wic im vorhcrgchenden Absclmitt, aber statt der Wellenglcichung 
bctrachten wir die Warmeleitungsgleichung: 

( d d 2 \ 

(WLG1) u(0, x) = f(x) 

u{t, x + 1) = w(t, x). 

Hicrbei ist immer t > und x E R. Die lctztc Bcdingung ist als Variantc zur 
Randbedingung it(0) = u(l) = in (13) zu verstehen. Sie bedeutet, dass u bzgl. 
x 1-pcriodisch ist; natiirlich muss / auch 1-pcriodisch scin. Auf die physikalischc 
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Bcdcutung von (WLG1) gehen wir hier nicht ein (siehe z.B. [5]). Die Spurformcl 
liefert hier die h5chst bemerkenswerte Identitat (fiir t > beliebig) 

( 34, £ * - ^ £ 

k— — oo £— — oo 

Dies wird ublicherweise 8(s) = 6 Q) mit 6(s) = Y^k=-oo e _S7rfc " geschrieben 
(ersetze s = 4i7r). Diese Transformationsformel der Theta-Funktion ist in verschic- 
dcncn Bcreichen der Mathcmatik fundamental, z.B. bildct sic die Basis der Thcorie 
der Modulformen, die unter anderem in der Zahlcntheoric spannende Anwendungcn 
hat. 

Man erhalt (34) wie folgt: Wiederum kann man zeigen, dass (WLG1) fiir jedes 
stetige 1-periodische / eine eindeutige Losung hat. 15 Zu t > sci P t : / i — ► u(t, ■) 
der Operator, der die Anfangsfunktion / in die Losung zur Zeit t uberfuhrt. Die 

,2 .2 

Eigenwerte von P t lassen sich leicht aus denen von — gewinnen: Ist f = f, 

so ist offenbar 

u(t,x) = e-^f(x) 

eine Losung von (WLG1), also ist e~' M ein Eigenwert von P t . Ahnlich wie in 

,2 

Abschnitt 5 zeigt man, dass die 1-periodischen Eigcnfunktioncn von — gcnau 
fk{x) = e 2mkx sind, mit Eigenwerten /i k = Air 2 k 2 . Also ist die Spur von P t gerade 
die linke Seite von (34). Konvergenzprobleme gibt es hier nicht. 

Jctzt brauchen wir noch eine alternative LSsungsmethode fiir (WLG1) . Betrach- 
tet man die Warmeleitungsgleichung ohne die Periodizitatsbedingung an u und /, 
so kann man eine L5sung explizit hinschreiben: 



u{t,x) = / K t (x,y) f(y)dy 

J — OO 

mit 

K t (x,y) = ^=e-^I A \ 

wie man durch Einsetzen (unter Verwendung von e~ x dx = <Jtx) direkt nach- 
priift. 16 

Ist nun / 1-periodisch, so sieht man leicht, dass dann 

(P t f)(x)=u(t,x) = [ Kr(x,y)f(y)dy 



mit 

oo 

KT(x,y)= M*,V + Q 

l=-oo 

eine 1-periodische Losung von (WLG1) ist. Indem man x = y setzt und iiber x von 
bis 1 integriert, erhalt man die rechte Seite von (34). 

10. SCHLUSSBEMERKUNGEN 

Wir haben an drci Bcispiclen illustricrt, wclchc Wcltcn sich croffncn, wenn man 
die einfachc Spurformcl fiir Matrizen verallgemeinert. In jedem Fall stand eine Dif- 
ferentialgleichung im Hintcrgrund, und wesentlich war, dass man neben der spektra- 
len eine direkte LSsungsmethode fiir diese Gleichung hatte. Der Laplace-Operator 
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P = — A (mit Dirichlct-Randbcdingungen im ersten und zweiten Fall) trat in al- 
ien Beispielen auf. Bei genauerem Hinsehen erkennt man, dass im ersten Beispiel 
(— u" = /) die Spurformcl auf den Operator im zweiten (Wellenglcichung) auf 
den Operator cost^/P und im dritten Beispiel auf den Operator e~ tp angewendet 
wurde. Fiihrt man ein ahnliches Programm mit dem Schrodinger-Operator e~ %r a F 
durch, erhalt man die Gutzwillcr-Spurformcl, die die Korrcspondcnz zwischen klas- 
sischcr und Quantcnmechanik zum Ausdruck bringt ([8]). Eine weitere beriihmte 
Spurformel ist die von Selberg im Kontext der Zahlcntheoric ( [9] ) . Diese erhalt man 
durch Betrachtung des Warmeleitungsoperators auf Flachen negativer Krummung 
(statt des Gebietes fi). 

1 2 

Natiirlich gibt es fiir ^2 k p- = ^- auch andere Beweise, ganz ohne Diffcrcntial- 
gleichungen (siehe z.B. [3] fiir eine hiibsche Sammlung), ebenso fiir die Transforma- 
tionsformcl der Theta-Funktion (34). Die Spurformcl gibt jedoch ein faszinicrendes 
Wcrkzeug an die Hand, das so diverse Dinge wie Welle- Tcilchcn-Dualitat, Zahlcn- 
theoric und p" — \ m Bczichung setzt. Vicllcicht finden Sie ja noch weitere 
intercssante Anwcndungcn? 

Anmerkungen 

1 Inverse Spcktralthcoric und die Bezichung zur Physik werden in diesem Artikel erklart. Fiir 
den Indexsatz von Atiyah und Singer verweisen wir die Leserin auf das gut lesbare Buch [1]. 

2 Nicht nur Studierenden, sondern auch Schiilcrn! Die Spurformel ist hierfiir natiirlich weniger 
geeignet, aber es gibt auch fiir Schiiler unzahlige Themen, an denen dies durchgefiihrt werden 
kann. Siehe hierzu auch das wundcrbare, schon fiir Schiiler lesbare Buch [10] von Polya. 

3 Skizze: Einmal mittels der Linearfaktorzerlegung p(z) = (z — Ai)(z — A2) •••(« — A n ) , das 

n 

ergibt — A^, und cinmal mittels der , Leibniz- Formel' fiir die Detcrminante (Summe iiber alle 

fc=l 

Permutationcn . . .): Da ein Term mit z* 1 " 1 nur von dem Summandcn (z — An) ■ . . . ■ (z — A nn ) 
stammen kann, ist der KoefEzient von z" -1 gleich — X/2=i ^ii •> un< ^ damit folgt (3). Die Gleichheit 
von algebraischer und geometrischer Multiplizitat fiir symmctrische Matrizen ist ein zentrales 
Ergebnis der linearen Algebra. 

4 Eine ,allgcmeinste' Version der Spurformel gibt es nicht. Neben der eben erwahnten (G stctig 
und symmetrisch, alle A^ > 0) verdient die Spurformel von Lidskii Erwahnung (G ,Spurklasse' , 
nicht notwendig symmetrisch, siehe [11]). In den Anwcndungcn im Abschnitt 8 wird eine distribu- 
tionenwertige Version verwendet - siehe die Anmerkungen dort die aus der Lidski-Spurformcl 
hergeleitet werden kann (siehe die dort zitierte Literatur). Die Grundidee ist aber immer dieselbe: 
Gleichung (8). 

5 AuBcrdcm ist, wie in der linearen Algebra, die Symmetrie von G (also (19)) Equivalent zu 

(Gf,g) = (f,Gg) V/, 9 eV. 

Dcnn ausgeschrieben ist dies G(x,y)f(y)g(x) dx dy = G(y, x)f(y)g(x) dx dy - wobci 

hier die Integrationsrcihcnfolgcn vertauscht wurden — , und dies kann nur dann fiir alle /, g stimmen, 
wenn G(x,y) = G(y,x) \/x,y gilt. 

6 Wegen der gleichmaBigen Beschranktheit der und der Konvergenz der Reihe A^ kon- 
vergiert die rechte Seite von (23) gleichmaBig. Der Satz von Fejer ergibt dann, dass die Summe 
wirklich G(x, y) ist, da diese Funktion stetig ist. 

7 Damit das funktioniert, miissen gewisse Annahmen an P gemacht werden, z.B. Selbstadjun- 
giertheit, Invertierbarkeit und Diskretheit des Spektrums. In alien hier bctrachtctcn Beispielen 
sind diese Bcdingungcn crfullt. Die sich ergebende Spurformel ist dann, genau genommen, die fiir 
den Operator P~ 1 . 

Die im Text folgende Uberlegung gibt eine alternative Herleitung der fundamentalen Iden- 
titat (23) und damit der Spurformel (im Fall G = P _1 ). Eine weitere Herleitung ist folgen- 
de: Ist Pfc die orthogonalc Projcktion auf den Unterraum span{/fe}, so hat Pj. den Integral- 
kcrn Pk(x,y) = fk(x) fk(y), d.h. (P k f)(x) = f Pk(x,y)f(y) dy V/ (einfach nachrechnen) . Satz 
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4 lasst sich umformulicren als G = ^2 k Afc Pk- Nimmt man den Integralkern beider Seiten, folgt 
G(x,y) = J2k A fc fk(x) fh{y)- 

Dies lasst sich iibrigens leicht in cincn weiteren Beweis der Spurformcl fiir diagonalisierbarc 
Matrizen iibersetzen. 

8 Dass dies wirklich alle Eigenfunktionen sind, ist nicht so einfach zu zeigen. Dies lasst sich zum 
Bcispiel mit ein wenig Theorie der Fouricrreihcn bewciscn. 

9 Genau genommen hort man nicht nur die Frcquenzen der Obertone, sondern auch deren 
relative Lautstarken. Auch zu dieser verscharften Form der Frage gibt es Gegenbeispiele, siehe [2]. 

10 Was passiert, wenn die Kugel genau in eine Ecke rollt? Die fiir unseren Kontext sinnvollste 
Antwort ist nicht einfach, daher wollcn wir im Folgenden nur Bahncn betrachten, die nicmals eine 
Ecke treffen. 

11 Jedenfalls im Fall, dass der Rand von Q glatt ist, dass also Q keine Ecken hat. Existieren Ecken, 
so ist unbekannt, ob dies stimmt. Es ist sogar ein ungelostes Problem, ob fiir jeden dreieckigen 
Billiardtisch eine geschlossene Billiardkugclbahn existiert! Eine Referenz fiir diese Themen ist [12]. 

12 Dies gilt jedenfalls fiir "gencrische" Q, d. h. bis auf ,wenige' Ausnahmen. Ob es fiir alle SI 
gilt, ist unbekannt. Referenzen fiir diese Resultate sind [4] — fiir Mannigfaltigkeiten ohne Rand - 
und [7] im technisch schwierigeren Fall mit Rand, wobei hier immer angenommen wird, dass es 
keine Ecken gibt. Ecken bereiten noch grofiere Probleme. Ob umgekehrt das Langenspektrum die 
Eigcnwerte bestimmt, ist unbekannt. 

13 Dcnn das Hineinwerfen des Steins beim Punkt y kann, idealisiert, durch / = S y , die bei y 
konzentrierte Delta-Funktion - genauer 5— Distribution, siehe Fufinote 14 — , beschrieben werden, 
und es ist (Wt(6 v ))(x) = Gt{x,y). Genau genommen entspricht dieses Experiment der Version 
der Wellcnglcichung, wo u(0, x) = 0, «t(0, x) = f ist, aber das macht fiir die Methode keinen 
Unterschied. 

14 Und zwar derart, dass auch isolierte oo-Punkte bei Integration einen Bcitrag liefern. Stan- 
dardbeispiel: Die 5-Distribution (auf R), die fiir x ^ gleich Null ist und bei x = in einer Weise 
oo ist, dass "f S(x) f(x) dx = <p(0)" fiir beliebige glatte Funktionen ip ist. 

15 Die Existenz folgt aus der weiter unten angegebenen Formel. Die Eindeutigkeit zeigt man so: 
Ist u eine Losung von (WLG1), so gilt ^ « 2 (t, x) dx = 2 f£ u(t, x)d t u(t, x) dx = 2 J* u(t, x)d 2 u(t, x) dx = 
—2 f (d x u(t, x)) 2 dx < 0, wobei im letzten Schritt partiell integriert wurde unter Verwendung der 
pcriodischen Randbedingung. Sind nun u%,U2 zwei Losungen mit derselben Anfangsbcdingung, 
so ist auch u = u\ — U2 Losung mit Anfangsbcdingung 0. Da u 2 (t, x) dx als Funktion von t 
monoton fallt, immer nicht-negativ ist und bei t = gleich Null ist, muss es konstant gleich Null 
sein, also u = 0, also u\ = U2- 

16 Diese Formel kann man z. B. mittels der Fouricrtransformation, aber auch durch Zuriickfiihrung 
auf eine gewohnliche Differentialgleichung mittels Homogenitatsiiberlegungen, herleiten. 
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